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摘 要 利用高阶Li空间微分方案(Li, 2005)，实现了时间积分为 3～6阶Runge-Kutta-Li(RKL)格式的求解算法。

二维线性平流方程的试验结果表明：在计算稳定的条件下，各阶算法的计算误差随时间的推移基本上是线性增加

的。非转动背景场的平流算例中（高斯型的初值），高阶RKL算法可以取得较好的计算效果。与3、4、5、6阶

RK算法配合的Li空间差分方案有效阶数可以达到5、7、9、10阶。RK 算法的阶数为5（6）阶时，总误差控制

在10-7（10-8）以内。随RK阶数增加Li微分的有效阶数有增加趋势，且总误差逐渐减小。定常转速的背景场算例

中（偏心的高斯型初值），当RK阶数为3时，最优空间差分阶数为10；相应的阶数为4、5、6时对应的空间最优

阶为16，22，22，总计算误差可以控制在10-15～10-16。随着精度的提高，误差的绝对值减小很迅速，说明算法是

非常有效的。对于圆锥型初值（定常转速的背景场），4、5、6阶RK算法和3阶算法的效果差不多。高阶算法对

此类具有导数不连续点的算例，效果不如高斯初始场好，结果不能保持正定，有些地方误差出现下冲和上翘。随

着空间差分精度的提高，非正定的解数量和数值减小，误差的绝对值减小，说明了算法在一定程度上是有效的，但

并不适合追求极高的算法阶数。这与谱方法中的导数不连续问题有些相似，误差的产生主要源于导数的不连续性，

差分类方法仅能获得与导数连续性阶数相当的算法精度。各种算例中，采用恰当的边界条件是必要的，例如旋转背

景场算例，比较适合使用无穷远边界条件，否则会出现计算不稳定或无法将计算误差控制到较小的范围内。
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Abstract In this study, aiming to take full advantages of Li’s high-order spatial differential method (Li, 2005), we

implement the hybrid Runge-Kutta-Li (RKL) scheme to solve a two-dimensional (2D) linear advection equation. The

results indicate that the computation error increased linearly with time. The experiments with a no-rotate background

field of the Gaussian initial values by RKL scheme could obtain a precise result. The effective spatial orders were 5, 7, 9,

and 10, corresponding to temporal orders of 3, 4, 5, and 6, respectively. The fifth- (sixth- ) order Runge-Kutta (RK)

integration scheme with the ninth- (tenth-) order Li’s difference scheme in spatial direction controlled the error within

10−7(10−8). The effective order of Li’s scheme (Li, 2005) tended to increase with the increase in the RK order, and the

total error gradually decreased.

Another rotated background field integrated from an eccentric Gaussian-type initial featured similar results. The

effective spatial order was 10 when a third-order RK scheme was applied, and they increased to 16, 22, and 22 when the

order of RK scheme changed to 4, 5, and 6, respectively. The computation error could be controlled within 10−15-10−16,

and the peak of Gaussian initial values were well maintained. The error decreased sharply while the order of RKL scheme

increased, which indicates that the RKL is very effective to deal with such problem.

The experiments of RKL scheme to solve a cone initial case (with rotated background filed) indicate that the fourth, fifth,

and sixth RK integration obtained almost the same precision result as the third-order RK scheme. The high-order scheme

was not as effective as it was for the Gaussian initial condition when it addressed a problem that had discontinuous

derivates. The computed solution was not positive in the whole grids, and in some places, the error was downward, while

it was upward in some other places. The increase of spatial order could make the error smaller, but the error descent was

not very sharp. This result suggests that the high-order spatial difference scheme has some benefits, but we should not

expect that an ultra-high-order scheme will lead to an ultra-high precise result. This phenomenon reveals that the high-

order scheme is limited by the continuous property of the initial condition, and as a result, the error order is directly

proportional to the order of derivates of the initial condition.

The proper boundary conditions are important for the above computation cases when the RKL scheme is applied. For

instance, in the computation of the rotated background cases, the value outside the grid box tends to 0 at ∞, which is a

feasible boundary condition. An improper boundary condition may cause the computation to be unstable, or the error

cannot be controlled to an acceptable range.

Keywords Runge-Kutta-Li scheme, High-order scheme, Two-dimensional advection equation

1 引言

数值模式和数值模拟是定量研究天气和气候变

化的主要工具，但是由于数学模型中各变量之间复

杂的非线性作用关系，导致模拟结果中存在着不确

定性。这些不确定性的来源既包含物理参数的选

取、模式的框架、观测的误差，也包括了计算误差

的影响（von Neumann and Goldstine, 1947）。计算

误差对数值模拟结果的影响可以从复杂的大气环流

模式（王鹏飞等，2007）、耦合模式（陈显尧等,

2008)运行结果看出，也可以从简单的混沌动力系

统（Li et al., 2000; Liao, 2008; Wang et al., 2014）、

准地转模式（Teixeira et al., 2007）的数值试验得到

验证。因此，如何采取有效的方法来控制计算误差

的增长，对长时间的数值计算和精确的数值模拟至

关重要。

大气和海洋流体力学模式中有许多形如

∂F ∂t = LF（其中L为包含变量F以及F关于空间

变量导数的算子的发展方程，t为时间），使用数值

模式求解这类方程组时，计算误差的大小主要取决

于空间和时间方向的算法精度。对这类方程计算误

差的研究回顾可以参考王鹏飞等（王鹏飞等，

2019）的文章。一般流体问题的空间高阶算法可以

参考（Tal-Ezer, 1986, 1989; Lele, 1992; 季仲贞和王
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斌 , 1994; Ma and Fu, 1996; 吴声昌和刘小清 ,

1996）。大气科学领域的高阶算法可以参考季仲

贞和王斌（1994）、Li（2005）、冯涛和李建平

（2007）的工作。时间积分中的误差变化可以参

考 Li et al.（2000）、Teixeira et al.（2007）、Wang

et al.（2012）等的结果。

大气环流模式主要包括动力框架和物理过程两

个部分，平流方案包含于动力框架中，并被框架所

计算的背景流场所驱动，负责平流多种大气成分

（也称示踪物），如水汽、云水、气溶胶等。平流过

程是物理参数化和动力过程之间的重要桥梁，它的

好坏直接影响到大气成分的时空分布。尽管平流方

程的形式比较简单，但要正确、高效的对其进行计

算仍有许多问题需要解决。大部分的平流方案建立

在欧拉框架下，空间被离散为具有一定分辨率的网

格，流体微团会在不同的网格之间迁移，而迁移的

过程中逐渐和周围的微团混合，若梯度计算存在误

差，则在这种混合的作用下会进一步减小梯度，即

存在“数值扩散”。

研究表明增加算法阶数来减小时间积分时的计

算误差是有效的，在冯涛和李建平（2007）研究的

基础上， Wang （2017）发展了一种新的高阶

Taylor-Li-Wang（TLW）算法，它的特点是可以调

节时间积分方案的阶数，完成从3～30阶甚至更高

阶数的算法。他们的结果显示时间积分方案的阶数

大于3之后，对应的最优空间差分精度阶数可以比

6阶提高很多。如算法的时间积分阶数达到 5时，

一维线性平流方程的算例中相匹配的空间差分阶数

为 10阶，误差为 10-6量级。而无粘Burgers（Hopf,

1950）的算例中，与5阶时间积分相匹配的空间差

分阶数为16阶，误差为10-14量级。

通常，对于一些需要高精度，但又不要求极端

的高精度数值解时，5、6阶的时间积分方案就够

用了。相比于TLW算法，6阶以内的RK方法编程

实现要简单，因此，王鹏飞等(2019)将冯涛和李建

平（2007）所用的RK3算法，改进为 3～6阶可调

的 RK 方法，配合 Li 高阶微分公式形成 Runge-

Kutta-Li（简记RKL）算法。但该文仅给出了一维

系统的算例，本研究将RKL算法推广到求解二维

平流方程的问题中，研究RKL方法对二维平流方

程的模拟效果，评估其计算性能。

2 RK方法与Li 空间差分算法联合
的RKL算法

2.1 3～～6阶Runge-Kutta-Li算法

RKL 算法的详情可参考（王鹏飞等 , 2019），

这里仅作简述。RK方法是一个经典的算法，常被

用于求解微分方程，许多文献都对此方法进行了介

绍（Hairer et al., 1993; Butcher, 2008）。

以一维平流方程为例，说明RKL算法的实现，

方程的形式为

∂u
∂t +

∂u
∂x = 0 . （1）

在求解的过程中，时间方向使用RK方法，各

阶RK方法具体如下：3 阶RK方法（Heun）为

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

Z1 = zn,

Z2 = zn +
1
3
τf ( )Z1 ,

Z3 = zn +
2
3
τf ( )Z2 ,

Z n + 1 = zn +
1
4
τf ( )Z1 +

3
4
τf ( )Z3 ,

（2）

4阶RK方法为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

Z1 = zn,

Z2 = zn +
1
2
τf ( )Z1 ,

Z3 = zn +
1
2
τf ( )Z2 ,

Z4 = zn + τf ( )Z3 ,

Z n + 1 = zn +
1
6
τ [ ]f ( )Z1 + 2f ( )Z2 + 2f ( )Z3 + f ( )Z4 ,

（3）

当RK算法阶数提升时，计算步数增加，方程的个

数也增加明显，为了简便书写，可将其写为系数表

的形式，例如RK4写成系数表的形式为

0
1
2
1
2
1

1
2

0
1
2

0 0 1

1
6

1
3

1
3

1
6

， （4）

其中，第 1 行表示：Z1 = zn；第 2 行表示：Z2 =

zn +
1
2
τf (Z1 )，竖线右侧的第1列 ( )1

2
为 τf (Z1 )的系
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数；第 3行表示：Z3 = zn +
1
2
τf (Z2 )，竖线右侧的

第 1,2列 ( )0,
1
2

分别为 τf (Z1 )、τf (Z2 )的系数；第 4

行表示：Z4 = zn + τf (Z3 )，竖线右侧的第 1，2，3

列（0，0，1）分别为 τf (Z1 )、τf (Z2 )、τf (Z3 )的系

数；依此类推。第 5 行（横线下）表示：Z n + 1 =

zn +
1
6
τ [ f (Z1 ) + 2f (Z2 ) + 2f (Z3 ) + f (Z4 ) ]，横线下

为计算下一步数值Z n + 1，横线上的计算均为临时变

量值。

5阶RK方法（Butcher, 2008）（这里仅给出系

数表）为

0
1
4
1
4
1
2
3
4

1

1
4
1
8

1
8

0 0
1
2

3
16

-
3
8

3
8

9
16

-
3
7

8
7

6
7

-
12
7

8
7

7
90

0
32
90

12
90

32
90

7
90

， （5）

6 阶 RK 方法（Butcher, 2008）（这里仅给出系数

表）为

0
1
3
2
3
1
3
5
6
1
6

1

1
3

0
2
3

1
12

1
3

-
1

12
25
48

-
55
44

35
48

15
8

3
20

-
11
24

-
1
8

1
2

1
10

-
261
260

33
13

43
156

-
118
39

32
195

80
39

13
200

0
11
40

11
40

4
25

13
200

.（6）

需要说明的是，3阶以上的RK方法，系数形

式并不唯一，这里选用了其中一种常用的形式。

空间方向采用任意阶精度的Li（2005）算法，

计算公式为

fy (m) (yi ) =
1

hm∑
j = 0

n

d ( )m
n + 1,i,j f ( )yj ， （7）

此公式的精度为 (n - m + 1)阶，其中 d ( )m
n + 1,i,j 的含

义和计算方法参考Li（2005），本文选m ≡ 1，因

此，n阶精度需要（n+1）个点即可，需要注意的

是，此公式中的 yi 位置为其在从 0 到 n 个计算点

之间的相对位置，而不是 u (xi )中实际网格的绝对

位置。

当 x方向使用N个网格点时，
∂
∂x (u)可以使用

公式（7）计算，且能保证其达到 n阶精度，使用

n + 1个格点（n + 1为从N个网格点中选取出的格

点数，n ≤ N - 1）。例如计算 xi点时，如果n + 1为

奇数，这 n + 1个格点可选为 ( xi - n/2,⋯, xi,⋯, xi + n/2 )
（xi - n/2 对应 y0，…，xi对应 yn/2，…，xi + n/2 对应 yn），

使 xi 位于中间点；如果 n + 1为偶数，这 n个格点

可选为 ( xi - ( )n + 1 /2,⋯, xi,⋯, xi + ( )n + 1 /2 - 1 )，使 xi 尽量靠

近中间点；如果xi靠近格点的左边界或右边界，而

无法将其放于中心位置时，可以选取在左侧或右侧

边界上能够覆盖 xi的连续n个格点即可。对于能使

用周期边界条件而避免边界效应的方程，应尽量选

取周期边界条件，这样可以保证xi尽量靠近计算的

中间点。

当m ≡ 1时，空间方向1阶导数的计算公式为

fy (1) (yi ) =
1
h∑j = 0

n

d ( )1
n + 1,i,j f ( )yj . （8）

计算时，空间导数的精度为n阶精度，为了保

证空间导数能达到一定的精度，至少要求使用n+1

个格点。例如取N = 64，若 n = 5阶，则每次计算

导数时需要6个格点，依此类推。具体的计算公式

如下：

d ( )1
2,0,1 = 1 ，d ( )1

2,1,0 = -1， （9）

d ( )1
n + 1,i,j =

( )-1
( )1 - j

a( )0
n - 1,i,j

j!( )n - j !
，（当 i ≠ j）， （10）

d ( )1
n + 1,i,i = -∑

j = 0,j ≠ i

n

d ( )1
n + 1,i,j ，（当 i = j）， （11）

a( )0
n - 1,i,j = a0 ( )-i,⋯, k - i,⋯, n - i , ( )k ≠ i, k ≠ j

= ( )-i ⋅ ( )⋯ ⋅ ( )k - i ⋅ ( )⋯ ⋅ ( )n - i , ( )k ≠ i, k ≠ j

（12）

求解时每步逐个格点先计算空间差，后使用
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RK法得到下一时刻的数值，全部格点计算完毕进

入下一步积分，直到目标时刻，此即RKL方法对

一维线性平流方程的求解过程。

2.2 二维线性平流方程的RKL算法

二维线性平流方程的形式为

∂u
∂t +

∂u
∂x +

∂u
∂y = 0 ， （13）

它的求解可按2.1节中RKL算法进行，

u( )1
t (xi, yj ) = -

∂u ( )xi, yj

∂x -
∂u ( )xi, yj

∂y
≡ -u( )1

x (xi,yj ) - u( )1
y (xi, yj )， （14）

初始场为u (x, y)| t = 0 = e
-400 é

ë
ê

ù
û
ú( )x - 0.5

2
+ ( )y - 0.5

2

。

更一般的二维平流方程的形式（Crowley,

1968）为

∂φ
∂t + u

∂φ
∂x + v

∂φ
∂y = 0 ， （15）

其中， φ (x, y, t) 为待求解流； u = u (x, y, t)， v =

v (x, y, t)为背景流场。

对于方程（15），可改写为

φ( )1
t (xi, yj ) = -u (xi, yj )

∂φ ( )xi,yj,t

∂x -

v (xi,yj )
∂φ ( )xi, yj, t

∂y . （16）

由于 φ( )1
t (xi, yj )可以用 Li方法（Li，2005）计

算出来，因此，后面的计算同一维情形，即可用

RK 格式求得下一时刻的数值解，且计算精度为

O (hn + τM )，其中M、n分别为时间积分、空间差

分的精度阶数。

为了检验算法的性能，设计如下旋转流场

试验：

单位网格1×1中，格距Δx = Δy = 0.01的流场

进行逆时针旋转。风场取为以ω为角速度的均匀旋

转 风 场 ： u = -ω (y - yc )， v = ω (x - xc )， 其 中

( xc, yc ) = (0.5, 0.5)为中心位置，角速度 ω = 2π/T，

T = 100为周期，时间步长Δt = 1/100，这样经过T

时刻，旋转风场刚好回到原来的位置（经过10000

个时间步长，绕中心点一周）。初始条件一般为一

个定常流场。评价算法效果的辅助量为：

质量守恒比：∑ϕ2 /∑ϕ0
2，

质量分布比：∑ϕ/∑ϕ0，

峰值：ϕmax，

最小值：ϕmin .

初始场分布在单位方形区域中（0.5,0.65）处

的二维高斯型初值：

ϕ (x, y)| t = 0 = e
-400 é

ë
ê

ù
û
ú( )x - 0.5

2
+ ( )y - 0.65

2

. （17）

计算时Δx = Δy = 1/100，Δt = 0.01，

φ( )1
t = 0 (xi, yj ) = -u0 (xi, yj )

∂φ0 ( )xi, yj

∂x -

v0 (xi, yj )
∂φ0 ( )xi, yj

∂y ， （18）

其 中 ∂φ0 ( )xi, yj ∂x 这 项 可 用 Li 算 法 求 出 ，

∂φ0 ( )xi, yj ∂y 同样处理，这样可以得到 φ1 (xi, yj )，
完成一步积分，重复这个过程直到计算完成。

2.3 RKL算法的多精度实现

高阶算法在计算时还会碰到一个问题就是舍

入误差，因为计算所用的时空精度阶数都可能超

过 10 阶，例如：Wang（2017）试验中，解的数

值量级为O (1)，如果仅采用双精度计算，会发现

高阶算法的绝对误差有时徘徊在 10-15，这恰好接

近双精度计算时的相对误差极限，所以为了观察

超高阶算法的计算效果，采用多精度计算是必要

的。本研究使用了 MP（Multiple-Precision）库，

采用 1024二进制位精度，相当于 200位以上的十

进制有效数字，足以区分绝对误差小到 10-200 的数

值解。

3 RKL方法的二维平流方程试验

仿照Takacs（1985）的做法，定义总误差为：

E =
1

( )N + 1
2∑

i = 0

N∑
j = 0

N

( )uD - uT

2

，其中，uD 表示数

值解，uT 表示理论解，N为平面上（x, y）方向的

格点数，这里对平均误差方差取了根号，以保证总

误差和原变量具有同样的量纲。

3.1 试验 1：RKL算法求解二维线性平流方程时

计算误差随时间的变化

二维平流方程（13）和（15）属于线性的系

统，可以预期，计算误差随时间的增长速度不会像

非线性系统那样迅速。但是计算时间增加时，计算

机进行浮点计算的次数是线性增加的，因此，误差

也不会是常数值。这个试验分为两组：
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第一组试验为：数值计算方程（13）（图 1a、

1c），x, y方向的空间步长为 h = 1/200，时间步长

为 τ = 1/400，计算区域为 [0, 1] × [0, 1]，计算时

间 1～10（即 400～4000 步），空间阶数 n 统一取

为 10。图 1a 蓝、红、绿、黑色分别代表时间精

度为 3、4、5、6 阶算法的结果，其中误差值单

位分别为 10-3、10-5、10-6、10-7。从图 1a 可见，

在 RK 算法阶数为 M＝3 时，计算误差在 t＝1, 2,

3…, 10 时基本呈现线性增长（M＝3 时，时间积

分精度较低，斜率约为 0.9，图 1c）；对更高的空

间精度阶 M = 4, 5, 6 也有类似的结果，而且斜率

更接近于 1。

第二组试验为：数值计算方程（15）（图 1b、

1d），x, y 方向的空间步长为 h = 1/200，时间步长

为 τ = 1/100，计算区域为[0, 1]× [0, 1]，旋转速度为

100 s一周，计算时间100～1000 s，间隔100 s，空

间阶数 n统一取为 20。图 1b中蓝、红、绿、黑色

分别代表时间精度为 3、4、5、6 阶算法的结果，

其中误差值单位分别为 10-8、10-11、10-14、10-14。

从图 1b可见，在RK算法阶数为M＝3时，计算误

差在 t＝100, 200, … , 1000 时基本呈现线性增长；

同样对M = 4, 5, 6也有类似的结果，而且各种时间

积分精度时，斜率都非常接近于1（图1d）。

这个试验结果表明，对二维平流方程的试验，

在计算稳定的前提下，计算误差随时间增加的变化

趋势近似为线性的。这个性质保证了，我们若想知

道方程在第5个周期或第10个周期时计算误差的大

小，只需要先得到其在1个周期时的误差，然后线

性倍增即可。有了这个性质，在后面的数值试验中，

我们都仅对一个周期的情况进行分析，来研究误差

与时间积分精度和空间差分精度的关系。

3.2 试验 2：RKL算法不同阶数求解二维平流系

统（定常非旋转背景场）时计算误差的变化

数值求解平流方程方程（13），使用初始流函

数条件：

u (x, y)| t = 0 = e
-400 é

ë
ê

ù
û
ú( )x - 0.5

2
+ ( )y - 0.5

2

. （19）

图1 （a）定常非旋转背景场、（b）定常旋转的背景场计算误差随时间周期的变化；（c）定常非旋转背景场、（d）定常旋转的背景场误差

比随时间周期的变化。蓝、红、绿、黑色分别代表时间精度为3、4、5、6阶算法的结果

Fig. 1 (a) The stationary non-rotated back-ground flow and (b) the stationary rotated back-ground flow error versus spatial difference order; the

abscissa is the cycle order, the ordinate is the error; (c) and (d) are same as (a) and (b); the ordinate is the ratio of error versus cycles. The blue, red,

green, and black curves denote the third, fourth, fifth, and sixth time-integration orders, respectively
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计算时 x, y方向的空间步长为 h = 1/200，时间

步长为 τ = 1/400，计算区域为 [0, 1]× [0, 1]，计算

400步，试验结果如图 2，从图 2b可见，在RK算

法阶数M为 3时，空间阶数 n达到 5阶时，计算误

差与 n大于 5阶时的计算误差相差不多；M = 4阶

时，n达到7阶左右计算误差接近平缓变化；M = 5

阶时，n 达到 9 阶左右计算误差接近平缓变化；

M = 6阶时，n达到 10阶之后计算误差接近平缓变

化。这些结果说明，本试验中总计算误差受时间积

分精度的影响较大，当时间方向精度大于 3阶时，

空间方向的格式精度可以超过6阶。

3.3 试验3：RKL算法不同阶数求解二维平流系统

（定常旋转背景场和Guass初值）时计算误差

的变化

数值求解平流方程方程（15），使用背景流函

数为

ì
í
î

ï

ï

u = -ω (y - yc ) ,
v = ω ( )x - xc ,

（20）

其中，( xc, yc ) = (0.5, 0.5)为中心位置，角速度ω =

2π/T，T = 100 为周期，时间步长 τ = 1/100，初始

场分布在单位方形区域中（0.50,0.65）处的二维高

斯分布φ (x, y)| t = 0 = e
-400 é

ë
ê

ù
û
ú( )x - 0.5

2
+ ( )y - 0.65

2

。

本问题在 t时刻的解析解为：

φ (x, y, t) = e
-400 é

ë
ê

ù
û
ú( )x - 0.5 + 0.15sinωt

2
+ ( )y - 0.5 - 0.15cosωt

2

，（21）

可以用来检查计算时，t 时刻数值解的误差和准

确度。

从图3b可见，在RK算法阶数M为3时，空间

阶数n达到10阶时，计算误差与n大于10阶时的计

算误差相差不多；M = 4阶时，n达到 16阶左右计

算误差接近平缓变化；M = 5阶时，n达到 22阶左

右计算误差接近平缓变化；M = 6阶时，n达到 22

阶之后计算误差接近平缓变化。需要注意的是图

3b中M＝5和M＝6结果的差别不是很大，这不是

由于算法性能造成的，而是因为边界条件的问题。

在使用无穷远边条件时，网格点外侧的数值被设置

为0，因此，在靠近分布中心点的一侧边界处会有

较大的边界误差，本例中它的量级为 10-22 左右

（e-400 × 0.352 ≈ 10-22，其他方向边界外也有大小不一的

误差），这种误差是无法通过增加算法阶数来降低

的，在经历10000步积分计算后，累积到约10-16量

级，这是此类旋转背景场数值求解时常见的问题

（在拓展求解网格区域范围，或使分布中心点更接

近于求解区域中心后，误差仍可以减小）。

表 1给出了不同阶RKL方法，求解平流方程

时，一个整周期后的数值结果辅助量。表中可见，

n＝2时，数值解计算误差较大，在n大于等于4阶

之后，误差减小得很迅速，说明了高阶空间差分的

重要性。表中的数据也可以看出，各阶（M＝4,5,6

表略）算法对应的最优空间差分阶数与图 3b所得

结果一致。

图2 RKL方法对非旋转背景场中二维平流系统的数值试验：（a）二维Gauss型初始场；（b）计算误差随空间精度阶数的变化，横坐标为

空间精度阶数，纵坐标为误差取对数，蓝、红、绿、黑色分别代表时间精度为3、4、5、6阶

Fig. 2 Experiments of the RKL method for 2D advection equation with non-rotated back-ground flow: (a) 2D Gaussian-type initial condition; (b)

error versus spatial difference order, where the abscissa is the spatial difference order, and the ordinate is the logarithm of error, and the blue, red,

green, and black curves denote the third, fourth, fifth, and sixth time-integration orders, respectively
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为了进一步分析计算误差，在图4中给出了一

个整周期后，解析解和数值解的图像。图 4a、4c、

4e分别为解析解以及 n＝2、n＝4时的数值解，可

见当 n＝2时，可以通过观察原变量的分布，看出

数值解的差异，随着计算误差的迅速减小，到n＝

4时，数值解和解析解从外观上已无明显差别。此

时，分析数值解和解析解的差值场就显得必要了。

图 4d为 n＝2时误差场的分布，可见误差的量级在

10-1左右，而n＝4时，通过观察误差场，可知误差

的量级在10-2左右。图4b则直接给出了n＝20时误

差场的情况，误差的量级在10-8左右，与图3b结果

吻合，且可以观察误差的细节。

总体来看，高阶算法较好地保持了高斯初始场

的最大值，但结果并不正定，有些地方误差下冲和上

翘。随着空间阶数的提高，非正定的解数量和数值减

小，误差的绝对值减小，说明了算法是有效的。

3.4 试验 4：RKL算法不同阶数求解二维平流系

统（定常旋转背景场和圆锥初值）时计算误

差的变化

数值求解平流方程方程（15），使用背景流函

数条件：

ì
í
î

ï

ï

u = -ω (y - y0 ) ,
v = ω ( )x - x0 ,

（22）

其中(x0, y0 )= (0.5, 0.5)为中心位置，角速度ω = 2π/T，

T = 100为周期，初始场分布在边长1单位的方形区

域中（0.5,0.65）处，高度为0.05，底边长为0.15的

圆锥分布。时间步长τ = 0.01，格距Δx =Δy = 0.01，

表1 试验3 M＝3时2～～20阶空间算法在一个周期后的数值结果

Table 1 The results of Expt. 3 for M＝3 and 2-20 spatial orders after one cycle

阶数n

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

峰值φmax

0.879100020605568

0.992180132405709

0.999725415095873

0.999984804894686

0.999998711406518

0.999999801165733

0.999999916787723

0.999999932451482

0.999999935045787

0.999999935554148

最小值φmin

-0.124604604217228

-0.000169353166441

-0.000000761431457

-0.000000019569404

-0.000000000811802

-0.000000000039977

-0.000000000002135

-0.000000000000157

-0.000000000000030

-0.000000000000004

质量守恒比∑φ2 ∑φ0
2

0.999999971228214

0.999999967498433

0.999999967287643

0.999999967272319

0.999999967270930

0.999999967270783

0.999999967270761

0.999999967270762

0.999999967270761

0.999999967270759

质量分布比∑φ ∑φ0

1.000000039247005

1.000000000147913

1.000000000001797

1.000000000000010

1.000000000000006

0.999999999999998

0.999999999999998

0.999999999999999

1.000000000000000

0.999999999999992

图3 RKL方法对旋转背景场中二维平流系统的数值试验：（a）二维偏心Gauss型初始场；（b）计算误差随空间精度阶数的变化，横坐标

为空间精度阶数，纵坐标为误差取对数，蓝、红、绿、黑色分别代表时间精度为3、4、5、6阶

Fig. 3 Experiments of the RKL method for 2D advection equation with rotated back-ground flow: (a) 2D eccentric Gaussian-type initial; (b) error

versus spatial difference order, where the abscissa is the spatial difference order, the ordinate is the logarithm of error, and the blue, red, green, and

black curves denote the third, fourth, fifth, and sixth time-integration orders, respectively
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φ ( )x, y | t = 0 =

ì

í

î

ïï
ïï

1
3 ( )0.15 - ( )x - 0.5

2
+ ( )y - 0.65

2
, 0.15 - ( )x - 0.5

2
+ ( )y - 0.65

2
> 0

0, 0.15 - ( )x - 0.5
2

+ ( )y - 0.65
2 ≤ 0

（23）

对于 t时刻，本问题的解析解为

φ (x, y, t) =
ì
í
î

ï

ï

1
3 ( )0.15 - ( )x + 0.15sinωt - 0.5

2
+ ( )y - 0.15cosωt - 0.5

2
, φ > 0

0, φ ≤ 0
（24）

图4 RKL方法对旋转背景场且高斯初值的数值试验：（a）一个周期后的解析解；（b）M＝3、n＝20时，一个周期后的误差分布；（c）M＝3、

n＝2时，一个周期后的数值解；（d）M＝3、n＝2时误差的分布；（e）M＝3、n＝4时，一个周期后的数值解；（f）M＝3、n＝4时误差的分布

Fig. 4 Experiments of the RKL method for 2D advection equation with rotated back-ground flow and Gauss initial condition: (a) The analytical

solution at one cycle; (b) the error for M＝3, n＝20 at one cycle; (c) the numerical solution for M＝3, n＝2 at one cycle; (d) same as (b) but for M＝

3, n＝2; (e) same as (c) but for M＝3, n＝4; (f) same as (b) but for M＝3, n＝4
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可以用来检查计算时，t 时刻数值解的误差和准

确度。

从图 5b可见，这个圆锥型初值的误差分布曲

线与图3b明显不同。首先是M＝3, 4, 5, 6等不同阶

的时间积分算法的曲线基本重合在一起，暗示此算

例中时间积分精度的影响不大。其次，计算误差随

空间差分阶数增加有减小的趋势，但减小的速度较

慢，仅从n＝2时的10-3减小到n＝20的10-4量级。

图 5c-5f可以看到，空间阶数 n＝2、4、6、8

时，一个整周期后数值解的分布情况。当n＝2时，

可以通过观察原变量的分布，看出数值解的差异，

随着n的增加，计算误差在减小，到n＝4、6、8时

数值解和解析解的差别逐渐变小，这从原变量图中

即可看出。

表2给出了不同空间阶数RKL方法完成试验4

时，一个整周期后的数值结果统计数据。表2中可

见，n＝2时，数值解计算误差较大，在 n≥10阶之

后，误差变化不明显，这与表1中的辅助量变化形

式不同。

试验4结果说明：高阶算法对此类具有导数不

连续点的算例，效果不如Guass初始场的好。数值

结果不能保持正定，有些地方误差下冲和上翘。随

着空间差分精度的提高，非正定的解数量和数值会

减小，误差的绝对值减小，说明了算法在一定程度

上是有效的，但并不适合追求极高的算法阶数。这

样的结果，与谱方法中的导数不连续问题有些相

似，误差的产生主要源于导数的不连续性，差分类

方法仅能获得导数连续性阶数相当的算法精度。

值得一提的是，若数值解能够具有周期边界条

件，求解精度会比非周期边界条件的高，这主要是

周期边界条件满足时，总可以将目标格点放置于差

分公式中的中点附近，计算时误差小（如试验2）。

而非周期的边界条件，在边界点以及紧靠边界点

处，即使能够用n阶精度的差分格式，目标格点也

会被放置于偏离n个差分点中心的位置，实际计算

表明这些位置的差分精度较差。若可以近似的使用

无穷远边条件（例如，边界外的值趋向于0，且很

小），可以将边界外的设置为 0值，以便保证相应

的差分格式有足够多的有效格点来保持计算精度

（如试验3和试验4）。

4 结论

本文利用Li提出的高阶显式微分公式，结合

Runge-Kutta时间积分方案，实现了求解含时偏微

分方程的Runge-Kutta-Li高阶算法格式。对二维线

性平流方程，通过比较理论解和各阶计算格式的数

值解，研究了计算误差随时间积分阶数的变化情

况。结果表明：在计算稳定的条件下，各算法的计

算误差随时间的推移基本上是线性增加的。一个非

转动背景场的平流算例中（高斯型的初值），高阶

RKL算法可以取得较好的计算效果。如果时间方

向的积分精度为3阶，计算误差在空间差分阶数到

达一定阶数后减小的不明显。而当时间积分的阶数

大于 3，例如选为 4、5、6阶时，此时空间差分的

表2 试验4 M＝3时2～～20阶空间算法在一个周期后的数值结果

Table 2 The results of Expt. 4 for M＝3 and 2-20 spatial orders after one cycle

阶数n

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

峰值φmax

0.042318753697406

0.046231988037969

0.047280910735204

0.047795666155995

0.048480548160954

0.048219850602400

0.048356003628113

0.048388162916222

0.048897879942690

0.048838700505789

最小值φmin

-0.002800692371273

-0.001137179417055

-0.000680662711126

-0.000576925951550

-0.000527735633149

-0.000424685811891

-0.000497981071535

-0.000420520571531

-0.000409597789869

-0.000401733081757

质量守恒比∑φ2 ∑φ0
2

0.999999994209685

0.999999991550428

0.999999990009599

0.999999988923466

0.999999988089010

0.999999987415918

0.999999986855287

0.999999986377255

0.999999985962188

0.999999985596455

质量分布比∑φ ∑φ0

1.000062933094572

0.999966164053762

0.999921329745270

1.000124481331269

0.999711808219621

1.000054475441748

1.000148478289969

1.000102379809374

1.000130274756059

1.000124068446893
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最优阶数比M＝3时的最优空间阶数要大，说明计

算误差在空间差分精度达到一定阶数而出现饱和的

现象是由于没有足够高的时间积分方案配合而引

起的。

定常转速的背景场算例中（采用偏心的高斯型

初值），当RK算法阶数为3时，最优空间差分阶数

为 10；相应的 M＝4, 5, 6 时对应的空间最优阶为

16、22、22，计算误差可以控制在10-15～10-16。高

阶算法较好地保持了高斯初始场的最大值，随着精

度的提高，误差的绝对值减小很迅速，说明算法是

图5 RKL方法对旋转背景场且圆锥初值的数值试验：（a）二维圆锥型初始场；（b）计算误差随空间精度阶数的变化[纵坐标为误差取对

数，蓝、红、绿、黑色分别代表时间精度为 3、4、5、6阶]；（c）M＝3、n＝2时，一个周期后的数值解；（d）同（c），但 n＝4；（e）同

（c），但n＝6；（f）同（c），但n＝8

Fig. 5 Experiments of the RKL method for 2D advection equation with rotated back-ground flow and cone initial condition: (a) 2D cone-type initial

condition; (b) error versus spatial difference order, where the abscissa is the spatial difference order; the ordinate is the logarithm of error; and the

blue, red, green, and black curves denote the third, fourth, fifth, and sixth time-integration orders, respectively; (c) the numerical solutions of M＝3，n

＝2 at one cycle; (d) same as (c) but for n＝4; (e) same as (c) but for n＝6; (f) same as (c) but for n＝8
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非常有效的。对于圆锥型初值（定常转速的背景

场），4、5、6 阶 RK 算法和 3 阶算法的效果差不

多。高阶算法对此类具有导数不连续点的算例，效

果不如高斯型初始场的好。数值解也不能保持正

定，有些地方误差下冲和上翘。随着空间差分精度

的提高，非正定的解数量和数值减小，误差的绝对

值减小，说明了算法在一定程度上是有效的，但并

不适合追求极高的算法阶数。这与谱方法中的导数

不连续问题有些相似，误差的产生主要源于导数的

不连续性，差分类方法仅能获得导数连续性阶数相

当的算法精度。上述算例中，采用恰当的边界条件

是非常必要的，例如旋转背景场算例，比较适合使

用无穷远边界条件，否则会出现计算不稳定或无法

将计算误差控制到较小的范围内。

虽然可以通过减小时间步长来改进时间积分的

精度，但是它的效率不如增加阶数高，这在以往的

研究中已经被论证（Wang et al., 2012）。因此，相

比于以往的仅增加空间差分精度的高阶算法，本文

在时空两个方向提高算法的精度阶数，减少了总体

计算误差。为了控制高阶算法计算过程中浮点舍入

误差的影响，使用多精度计算的工具库实现了可以

求解二维平流方程的RKL格式，此方法可以方便

的拓展到其他类似方程的求解中。

二维平流方程还有更为复杂的背景流场，如

Smolarkiewicz 变 形 流 场 （Smolarkiewicz, 1982;

Staniforth et al., 1987）。该流场可用于研究由流函

数定义的流场内标量分布的平流，反映了彼此对称

的涡旋作用下平流场的运动特性。对这类较复杂的

背景流场，使用欧拉框架下的算法通常无法取得特

别好的计算效果，因此，能否拓展高精度算法，在

拉格朗日描述（Staniforth and Côté, 1991）的框架

下处理这种问题，将在今后的工作中进行研究。
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