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摘  要  为了充分发挥高阶 Li 空间微分方案（Li，2005）的优点，实现了时间积分为 2～6 阶 Runge-Kutta（简称

RK）格式的偏微分方程求解算法（简称 RKL 算法）。然后通过多组数值试验，研究了时间积分阶数对计算误差

的影响。线性平流方程的试验结果表明对于方波函数型初值，2、4、5 和 6 阶 RK 算法能获得和 3 阶精度差不多

的结果，而对于高斯函数型的初值，高阶 RKL 算法可以取得较好的计算效果。RK 为 5（6）阶时，对应的 Li 微
分阶数可达 9（10）阶，总误差控制在 10−7（10−8）以内。随 RK 阶数增加 Li 微分有效阶数有增加的趋势，而总

误差在逐渐减小。计算非线性无粘 Burgers 方程时，RKL 算法能否获得好的计算结果，除了受初始场形式的影响，

还与计算的目标时刻有关。当目标时刻解的各阶导数连续（且未出现无穷大数值时），高阶（RK 为 4～6 阶）算

法是有效的；若出现了导数间断、或导数为无穷大，就会碰到冲击波解类型的问题，此时高阶 RK 算法也无法获

得很高精度的数值解。此非线性的算例中，Li 微分阶数仍然随 RK 阶数增加而增加，但增加的趋势不是线性的，具

体变化关系可以通过实验结果拟合而获得。研究发现时间积分方案阶数大于 3 之后，对应的最优空间差分精度阶数

可以比 6 阶提高很多，这再次证明了以前研究中 6 阶以上空间差分格式对结果无改进的现象，是由于没有使用足够

高精度的时间积分方案引起的。相比于 Taylor-Li（Wang, 2017）算法，5～6 阶的 RK 方法编程和实现简单，计算结

果的精度比 3 阶算法要提高很多，因此，它是一种能够对复杂方程适用的简易高阶算法方案，具有一定的实用价值。 
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Abstract  We implement the hybrid Runge-Kutta-Li (RKL) scheme for the purpose to take full advantage of Li’s high 
order spatial differential method (Li, 2005). A set of numerical experiments has been conducted to analyze how the 
computation error is affected by the order of integration scheme. The results of the linear advection equation indicate that 
with the square-wave type initial values, the scheme can only obtain a third-order accuracy. However, for the Gaussian 
function type of initial values, the scheme can obtain a better result. The fifth (sixth) order Runge-Kutta (RK) integration 
scheme corresponds to 9th (10th) order Li’s difference scheme in spatial direction and the total error can be controlled 
within10−7 (10−8). The order of Li’s scheme tends to increase while the RK order increases, and the total error gradually 
decreases. When we compute the nonlinear Burgers’ equation, whether the RKL scheme can obtain good results is not 
only dependent on the form of the initial field, but also related to the target computation time. When the derivative is 
continuous (and infinite value does not appear) at the target observation time, 4th–6th order RKL scheme is effective. On 
the contrary, if the derivative is discontinuous, or the derivative tends to infinity, the RKL scheme cannot obtain 
high-precision numerical solution. In this case (Burgers’ with smooth initial), the order of Li’s scheme still increases 
while the RK order increases, but the relation between them shows a nonlinear tendency (which can be specified through 
some fitting methods). The results indicate that when the order of time integral is more than three, the corresponding 
optimal spatial difference order can be higher than six. This result confirms the finding of previous studies that the order 
of spatial difference above six makes no improvement to the results due to the lack of high-precision time integral scheme. 
Compared with Taylor-Li (Wang, 2017) scheme, the 5th–6th order RKL scheme is easier to program and can yield more 
precise results than the third-order scheme. To conclude, the high order RKL scheme can be applied to some complicated 
types of partial differential equations and is valuable for many other similar computation cases.  
Keywords  Runge-Kutta-Li scheme, High-order, Burgers’ equation 

 

1  引言 
数值模式和数值模拟是定量研究天气和气候

变化的主要工具，但是由于数学模型中各变量之间

复杂的非线性作用关系，导致模拟结果中存在着不

确定性。政府间气候变化专门委员会报告中明确指

出正确分析模式的不确定性是 IPCC 报告的主要任

务之一（Mastrandrea et al., 2010）。这些不确定性的

来源既包含物理参数的选取、模式的框架和观测的

误差，也包括了计算误差的影响（Von Neumann and 
Goldstine, 1947）。计算误差对数值模拟结果的影响

可以从复杂的大气环流模式（王鹏飞等, 2007）、耦

合模式（陈显尧等, 2008）运行结果看出，也可以

从简单的混沌动力系统（Li et al., 2000; Liao, 2009; 
Wang et al., 2014）、准地转模式（Teixeira et al., 
2007）的数值试验得到验证。因此，如何采取有效

的方法来控制计算误差的增长，对长时间的数值计

算和精确的数值模拟至关重要。 
大气和海洋流体力学模式中有许多形如

F F
t

∂
=

∂
L 的发展方程，其中 L 为包含 F 以及 F 关于

空间变量导数的算子，使用数值模式求解这类方程 

组时，计算误差的大小主要取决于空间和时间方向

的算法精度。空间导数的精确计算已经有过许多研

究，早期人们认为 2 阶的空间差分格式已经可以满

足使用上的要求，随着研究的深入，逐渐认识到直

接模拟湍流等复杂流动，高阶的算法是必要的（Lele, 
1992），已经有许多研究者使用高精度算法成功的

模拟了复杂流体的运动（Lele, 1992; Ma and Fu, 
1996）。但在时间积分方案的选取中多采用较低的

阶数（3 阶左右；季仲贞和王斌, 1994），这就导致

了一些模式计算中空间、时间计算精度不匹配，进

而影响了模式长时间计算的准确性。尤其是，

Tal-Ezer（1986, 1989）、吴声昌和刘小清（1996）等

研究表明，只有整体提高算法的阶数，才能使数值

模拟中的总误差得到控制，因此，有必要研究适用

于大气科学数值模式的时—空匹配的高阶算法，以

减小天气和气候数值模拟中由于计算误差导致的

不确定性。 
使用数值方法求解依赖于时间的常微分方程

组或偏微分方程组时，主要是进行空间差分和时间

积分两类计算。减小差分方法空间计算误差的途径

有加大算法阶数和减小网格尺度两种，但是对于三

维的复杂流体力学系统，算法阶数的增加往往是困
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难的。而网格尺度减小一半时，往往意味着计算量

以 24
方式增加。在大气科学领域前人也进行了高阶

算法的研究（季仲贞和王斌, 1994），高阶的差分格

式往往存在一个问题，当计算精度提高了，其计算

稳定性就降低了，季仲贞等（1999）使用守恒型的

差分格式的办法，在计算精度和稳定性两方面取得

了较好的平衡。高阶的空间差分算法有很多种实

现，如紧致差分格式（Lele, 1992; Ma and Fu, 1996）
已有一些应用。Li（2005）提出了一种空间导数的

高阶计算方法，它的优点是采用显式计算，实现简

单，而且省时，可以很方便的获得 10 阶甚至更高

的阶数。冯涛和李建平（2007）利用此方法研究了

一维平流方程、无粘 Burgers 方程（Hopf, 1950）、
正压涡度方程的高精度差分格式，发现 6 阶空间差

分算法的计算效果最好，而且增加的计算量并不

多。但随着阶数的进一步增加，从 7 阶到 10 阶，

计算结果改进的效果不明显，而且 7 阶以上的差分

格式计算结果反而有变差的趋势。 
减小时间积分计算误差也有两个途径：减小计

算的时间步长和加大算法的阶数。缩小计算所用的

时间步长是减小时间积分中误差的最简单方法，Li 
et al.（2000）和 Teixeira et al.（2007）都对此做了

研究，他们发现了计算结果对时间步长的敏感性。

特别是获得混沌系统长时间数值解的方法不仅依

赖于计算的步长，还与算法阶数和浮点计算精度有

关。此外，还受制于实际消耗的计算时间，Wang et 
al.（2012）比较了 4 阶 Runge-Kutta（RK）方法（简

称 RK4）和 Taylor 高阶算法在计算时间上的花费，

结果表明：高阶算法能够将求解 Lorenz 方程花费的

墙钟时间指数型的降低，高阶算法比使用最优步长

计算的低阶算法更具效率。 
上述分析表明通过增加算法阶数来减小时间

积分时的计算误差是非常必要的。虽然冯涛和李建

平（2007）利用 Li（2005）方法进行了大量数值试

验研究，但是他们的研究中存在两个问题，一是他

们只在空间方向上使用了较高阶的算法，而时间积

分上只采用了 3 阶左右的 RK 法，有可能使计算结

果中的误差主要受时间积分误差的影响，从而导致

算法不能取得更好的计算结果；二是求解时选取的

初值出现不连续空间导数或出现空间导数无穷大

等使用差分方法无法适用的问题，因而导致高阶精

度算法无法获得比低阶精度算法更好的计算结果，

这并不表示高阶精度算法对那些空间导数处处连

续且有限的问题也无法提高计算的精度。 
为了解决这些问题，Wang（2017）给出一类发

展型偏微分方程的高阶 Taylor-Li 计算方案（简称

TLW），它的特点是可以调节时间积分方案的阶数，

完成从 3 阶到 30 阶甚至更高阶数的算法。Wang
（2017）发现时间积分方案的阶数大于 3 之后，对

应的最优空间差分精度阶数可以比 6 阶提高很多，

这就解释了冯涛和李建平（2007）研究中 6 阶以上

空间差分格式对结果无改进的现象，是由于没有使

用足够高精度的时间积分方案引起的。 
Wang（2017）的研究表明：当算法的时间积分

阶数达到 5 时，一维线性平流方程的算例中相匹配

的空间差分阶数为 10 阶，误差为 10−6
量级。而无

粘 Burgers 的算例，与 5 阶时间积分相匹配的空间

差分阶数为 16 阶，误差为 10−14
量级。因而，对于

一些需要高精度，但又不要求极致的高精度解时，

5、6 阶的时间积分方案就够用了。相比于 Taylor-Li
算法，6 阶以内的 RK 方法编程实现要简单，因此，

本文将冯涛和李建平（2007）所用的 RK3 算法，改

进为 2～6 阶可调的 RK 方法，配合 Li 高阶微分公

式形成 Runge-Kutta-Li（简称 RKL）算法。通过多

组数值试验，研究 RKL 方法中时间积分阶数对计

算误差的影响，评估总体的计算性能，以期找到一

种能够对复杂方程适用的简易高阶算法方案，当使

用 Taylor-Li 算法编程代价过高时，替代 Taylor-Li
算法进行偏微分方程的高精度计算。 

2  RK 方法与 Li 空间差分算法联合的
RKL 算法 

2.1  2～6 阶 RK 与 Li 联合算法 
一维平流方程的形式为 

0u u
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
,           （1） 

其中，u 为平流变量，可以用一个任意高阶精度的

算法来求解。RK 方法是一个经典的算法，常被用

于求解常微分方程（ODEs），许多文献都对此方法

如何微分方程系统进行了介绍（Hairer et al., 2000; 
Butcher, 2008）。 
 2 阶 RK 方法如下： 

1

2 1

1
2

,
1 ( ),
2

( ),

n

n

n n

Z z

Z z f Z

Z z f Z

τ

τ+

⎧ =
⎪
⎪ = +⎨
⎪
⎪ = +⎩

          （2） 



    大    气    科    学 
Chinese Journal of Atmospheric Sciences

43 卷
Vol. 43

 

 

102 

 3 阶 RK 方法（Heun 方法）如下： 

( )

( )

( ) ( )

1

2 1

3 2

1
1 3

,
1 ,
3
2 ,
3

1 3 ,
4 4

n

n

n

n n

Z z

Z z f Z

Z z f Z

Z z f Z f Z

τ

τ

τ τ+

⎧ =
⎪
⎪ = +
⎪⎪
⎨

= +⎪
⎪
⎪ = + +⎪⎩

        （3） 

 4 阶 RK 方法如下： 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

2 1

3 2

4 3

1
1 2 3 4

,
1 ,
2
1 ,
2

,
1 2 2 .
6

n

n

n

n

n n

Z z

Z z f Z

Z z f Z

Z z f Z

Z z f Z f Z f Z f Z

τ

τ

τ

τ+

⎧ =
⎪
⎪ = +
⎪
⎪⎪ = +⎨
⎪
⎪ = +
⎪
⎪ ⎡ ⎤= + + + +⎣ ⎦⎪⎩

  （4） 
当 RK 算法阶数提升时，计算步数增加，方程

的个数也增加明显，为了简便书写，可将其写为系

数表的形式，例如 RK4 写成系数表的形式为 
0
1 1
2 2
1 10
2 2
1 0 0 1

1 1 1 1
6 3 3 6

.          （5） 

其中，第 1 行表示： 1
nZ z= ；第 2 行表示：

( )2 1
1
2

nZ z f Zτ= + ，竖线右侧的第 1 列（
1
2
）为

( )1f Zτ 的系数；第 3 行表示： ( )3 2
1
2

nZ z f Zτ= + ，

竖线右侧的第 1 和第 2 列（0，
1
2
）分别为 ( )1f Zτ 、

( )2f Zτ 的系数；第 4 行表示： ( )4 3
nZ z f Zτ= + ，

竖线右侧的第 1、2、3 列（0，0，1）分别为 ( )1f Zτ 、

( )2f Zτ 、 ( )3f Zτ 的系数；依此类推。第 5 行（横

线 下 ） 表 示 ： ( ) ( )1
1 2

1 [ 2
6

n nZ z f Z f Zτ+ = + + +  

( ) ( )3 42 ]f Z f Z+ ，横线下为计算下一步数值 1nZ + ，

横线上的计算均为临时变量值。 
 5 阶 RK 方法如下（Butcher, 2008；这里仅给出

系数）： 

0
1 1
4 4
1 1 1
4 8 8

11 0 0
22

3 3 3 93
16 8 8 164
3 8 6 12 8

1 7 7 7 7 7

7 32 12 32 70
90 90 90 90 90

−

− −

.  （6） 

6 阶 RK 方法如下（Butcher, 2008；这里仅给出

系数）： 
0
1 1
3 3
2 20
3 3
1 1 1 1
3 12 3 12
5 25 55 35 15
6 48 44 48 8
1 3 11 1 1 1
6 20 24 8 2 10

261 33 43 118 32 801
260 13 156 39 195 39

13 11 11 4 4 130
200 40 40 25 25 200

−

−

− −

− −

.（7） 

需要注意的是，3 阶以上的 RK 方法，系数形

式并不唯一，这里选用了其中一种常用的形式。空

间方向采用任意阶精度的 Li 算法（Li, 2005），计算

公式为 

( ) ( )
1, ,

0

1( ) ( )
n

m m
y i n i j jm

j
f y d f y

h +
=

= ∑ ,     （8） 

其中，
( )

1, ,
m

n i jd + 的含义和计算方法参考 Li（2005），本

文选 1m ≡ ，因此，n 阶精度需要 (n＋1)个点即    
可；需要注意的是，此公式中的 iy 位置为其在从 0
到 n 个计算点之间的相对位置，而不是 ( )iu x 中实际

网格的绝对位置；此公式的精度为 ( )1n m− + 阶。 

当 x 方向使用 N 个网格点时， ( )u
x
∂
∂

可以使用 

公式（8）计算，且能保证其达到 n 阶精度，使用 n
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＋1 个格点（n＋1 为从 N 个网格点中选取出的格点

数，n≤N－1）。例如计算 xi 点时，如果 n＋1 为奇

数，这 n＋1 个格点可选为 /2 /2( , , , , )i n i i nx x x− +L L

（ /2i nx − 对应 0y ，…， ix 对应 /2ny ，…， /2i nx + 对应 ny ），

使 xi 位于中间点；如果 n＋1 为偶数，这 n 个格点

可选为 ( ) ( )1 /2 1 /2 1( , , , , )ii n i nx x x− + + + −L L ，使 xi 尽量靠近

中间点；如果 xi 靠近格点的左边界或右边界，而无

法将其放于中心位置时，可以选取在左侧或右侧边

界上能够覆盖 xi 的连续 n 个格点即可。对于能使用

周期边界条件而避免边界效应的方程，应尽量选取

周期边界条件，这样可以保证 xi 尽量靠近计算的中

间点。 
当 1m ≡ 时，空间方向 1 阶导数的计算公式为 

(1) (1)
1, ,

0

1( ) ( )
n

y i n i j j
j

f y d f y
h +

=

= ∑ .     （9） 

 计算时，空间导数的精度为 n 阶精度，为了保

证空间导数能达到一定的精度，至少要求使用（n＋1）
个格点。例如取 N＝64，若 n＝5 阶，则每次计算导

数时需要 6 个格点，依此类推。具体的计算公式如

下： 
( )1
2,0,1 1d = ， ( )1

2,1,0 1d = − ,                 （10） 
(1 ) (0)

1, ,(1)
1, ,

( 1)
!( )!

j
n i j

n i j

a
d

j n j

−
−

+

−
=

−
，（当 i j≠ ）      （11） 

(1) (1)
1, , 1, ,

0,

n

n i i n i j
j j i

d d+ +
= ≠

= − ∑ ，（当 i j= ）     （12） 

( )0
1, , 0 ( , , , , ), ( , )

          =( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( , )
n i ja a i k i n i k i k j

i k i n i k i k j
− = − − − ≠ ≠

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ≠ ≠

L L

L L

    （13） 
存储空间的安排为 [ ][ ][ ][ ]d m n i j ，由于 1m ≡ ，

所以可以减少一维，变为 ( )1 [ ][ ][ ]d n i j ，一般 n 与所

需的时间精度 M 有关，一但 n 选定，可以将存储空

间变为二维数组 (1)
1[ ][ ]nd i j+ ，最大需要 ( 1) 1n n+ +×( )

的内存数组空间。 
求解时每步中逐个格点先计算空间差，后使用

RK 法得到下一时刻的数值，全部格点计算完毕进

入下一步积分，直到目标时刻，此即 RKL 方法对

一维线性平流方程的求解过程。 
2.2  RKL 算法的多精度实现 
 高阶算法在计算时还会碰到一个问题就是舍

入误差，因为计算所用的时空精度阶数都可能超过

10 阶，Wang（2017）试验中，解的数值量级为 (1)O ，

如果仅采用双精度计算，会发现高阶算法的绝对误

差有时徘徊在 10−15
，这恰好是双精度计算时的相对

误差极限，所以为了观察超高阶算法的计算效  
果，采用多精度（Multiple-Precision，简称 MP）计

算是必要的。本文使用了 MP 库，采用 1024 二进

制位精度，相当于 200 位以上的十进制有效数字，

足以区分绝对误差小到 10−200
的数值解。需注意 MP

版的程序比对应的使用双精度的程序慢约 100 倍左

右，但仍可以较快的完成计算，相比于计算精度的

极大提升，这些计算速度的减低是可以接受的，而

且有并行计算的办法使之提升（Wang et al., 2014）。 

3  RKL 方法的线性平流试验 

试验 1：求解平流方程公式（1），使用 Gauss
波初始条件：

2400( 0.5)
0( ) x

tu x e− −
= = 。 

仿照（Takacs, 1985）的做法，定义总误差为

( )2

1

1 N

D T
i

E u u
N =

= −∑ ，其中 Du 表示数值解， Tu 表

示理论解，N 为 x 方向的格点数，这里我们对平均

误差方差取了根号，以保证总误差和原变量具有同

样的量纲。 
计算时 x 方向的空间步长为 1 / 200h = ，时间步

长为 1 / 400τ = ，计算区域为[0, 1]，计算 400 步，

试验结果如图 1b，从图 1b 可见，在 RK 算法阶数

为 2 时，计算误差较大，而且即使空间差分阶数提

升，误差也无明显变化；若 M＝3 阶，n 达到 6 阶

时，计算误差与 n 大于 6 阶时的计算误差相差不多；

M＝4阶时，n达到7阶左右计算误差接近平缓变化；

M＝5阶时，n达到9阶左右计算误差接近平缓变化；

M＝6 阶时，n 达到 10 阶之后计算误差接近平缓变

化。这些结果说明，本试验中总计算误差受时间积

分精度的影响较大，当时间方向精度大于 3 阶时，

空间方向的格式精度可以超过 6 阶，这与使用

Taylor-Li 方法（Wang, 2017）的结果一致。 
对方波型初值也进行了试验[图略，与 Wang

（2017）的图 1 相似]，高阶精度（时间方向）算法

只能获得和 3 阶精度差不多的结果。而对于光滑的

初值（图 1），高阶 RK 算法可以取得较好的计算效

果，基本上随着 RK 算法阶数的提升，Li 微分方案

对应的有效阶数也在加大，总误差在逐渐减小。产

生这种差别的原因是方波型初值不连续，导致 x 方

向的各阶导数也不连续，使计算效果变差；而光滑

型初值所对应的解各阶导数均存在且连续，因此可 
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以获得较好的结果。 

4  RKL 方法的无粘 Burgers 方程试验 

作为非线性问题的示例，分析一维无粘性

Burgers 方程： 

0u uu
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
.            （14） 

理论解的形式：如果初始场为 ( ,0) ( )u x f x= ，

那么 
( , ) ( ( , ) )u x t f x u x t t= − ,      （15） 

一定是方程（14）的解，这可以通过如下关系式得

到：
( ( , ) )u f x u x t t uf u t

t t t
∂ ∂ − ∂⎛ ⎞′= = − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

，即 

1
u uf
t tf

′∂ −
=

′∂ +
,           （16） 

'( ( , ) ) 1u f x u x t t uf t
x x x
∂ ∂ − ∂⎛ ⎞= = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

，即 

1
u f
x tf

′∂
=

′∂ +
.          （17） 

将方程（16）和（17）代入方程（14），可见

等式成立。方程（16）和（17）可以用于检验程序

中一阶数值微分的精确性，而通过公式（15），使

用隐函数求解的办法，可以得到任意时刻的理论

解，以对数值解进行评估。 

试验 2：求解无粘性Burgers方程 0u uu
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
，

初始条件为： ( ,0) sin( )u x x= − 。 
试验时，计算区域选为 [ ],π π− ，网格数 N=800，

时间步长为 0.001τ = ，侧边界条件为周期边界条

件。计算时进行检验计算误差的时刻选为：t＝0.8，
共计算 800 步。 

图 2 给出了试验 2 的结果，由于计算时绝对误

差会小于 10−15
，因此试验使用的是多精度的程序。

从图 2c 可以看出，在 RK 算法阶数为 2 时，计算误

差较大，而且即使空间差分阶数提升，误差也无明

显变化；当时间精度为 3 阶时，计算误差在空间精

度达到 6 阶后就基本保持不变了；当时间精度为 4、
5、6 阶时，有效的空间差分精度阶数分别可达 12、
25、40。这个试验说明了对非线性 Burgers 方程，

只要时间积分精度阶数足够高，空间方向的差分精

度阶数可以超过 6 阶。 
 对另外一组初值 ( ,0) arctan( )u x x= − 也进行了

试验[图略，与 Wang（2017）的图 4 相似]，高阶精

度（时间方向）算法只能获得和三阶精度差不多的

结果。 
 综上所述，对于非线性无粘 Burgers 方程，高

阶精度算法能否获得好的计算结果，除了受初值场

分布形势的影响，还与计算的目标时刻有联系。当

解的各阶导数连续且未出现∞数值时，高阶精度的

算法是有效的；若出现了导数间断、或导数为∞，

就会碰到冲击波这样的问题，此时高阶精度的算法

也无法获得很精确的数值解。 
 值得一提的是，若数值解能够具有周期边界条

件，求解精度会比非周期边界条件的高，这主要是

周期边界条件满足时，总可以将目标格点放置于差

分公式中的中点附近，计算时误差小。而非周期的

边界条件，在边界点以及紧靠边界点处，即使能够

用 n 阶精度的差分格式，目标格点也会被放置于偏

离 n 个差分点中心的位置，实际计算表明这些位置

的差分精度较差。 

5 结论 

本文利用 Li 提出的高阶显式微分公式，结合

Runge-Kutta 时间积分方案，实现了求解含时偏微分

方程的 Runge-Kutta-Li 高阶算法格式。对一维平流

方程，通过比较理论解和各阶计算格式的数值解，

研究了计算误差随时间积分阶数的变化情况。结果

表明：对于一些光滑、周期边界条件的初值，如果

时间方向的积分精度为 3 阶，计算误差在空间差分

阶数到达 6 阶后减小的不明显。而当时间积分的阶

数大于 3，例如选为 4、5、6 阶时，此时空间差分

阶数超过 6 之后，计算误差仍有减小的趋势，相应

的有效空间差分阶数可以超过 6 阶，说明了冯涛等

所发现的计算误差在空间差分精度达到 6 阶出现饱

和的现象是由于没有足够高的时间积分方案配合

而引起的。对于方波这样的初值，本文计算结果与

以前的研究一致。 
 对非线性的 Burgers 方程，一个光滑的且满足

周期边界条件的算例表明，Runge-Kutta-Li 格式能

够取得较好的计算效果。相比于冯涛和李建平

（2007）使用的 3 阶时间积分方案，本文实现了 2～
6 阶的 RK 时间积分算法，而相应的空间差分精度

也能从 6 阶拓展到 30 阶以上，因而计算精度也极

大提升。 
 虽然可以通过减小时间步长来改进时间积分

的精度，但是它的效率不如增加阶数高，这在以往
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的研究中已经被论证（Wang et al., 2012）。因此，

相比于以往的仅增加空间差分精度的高阶算法，本

文在时空两个方向提高算法的精度阶数，减少了总

体计算误差。为了控制高阶算法计算过程中浮点舍

入误差的影响，使用多精度计算的工具库，实现了

可以求解平流方程和 Burgers 方程的 RKL 格式，此

方法可以方便的拓展到其它类似方程的求解中。 
本文实现的 RKL 算法程序可以灵活的指定时

间积分阶数（2～6 阶）、空间计算的阶数，还能够

方便的调整空间格距、时间积分的步长，因此适

用于研究算法阶数、时空步长和计算误差之间的

复杂关系。本研究仅用到最高 6 阶 RK 方法，对

于 6 阶以上的 RK 方法，实现较为复杂，特别是

RK 方法中的系数计算公式，若用到 MP 库计算则

必须为完全准确的（即不能查算好的系数表，要

在程序里自己算），因而会增加程序实现的困难，

有兴趣的研究者可以仿照本文方法，进行更高阶

数的试验。 
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